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I.3. Matrices
1.3.1. Operaciones

Las matrices se denotan por: i) mayusculas A, «,; ii) [aU] o bien (al-j),i = 1,2,..m,j = 1,2, ...n; iii) Notacion
d,

AIX] > K

por vectores columna: A = [a, a, ... a,]; iv) Notacién por vectores fila: A = TV (i.)) = a;
’ !)l

coni =

a

m

{1.2,...m}.J] ={1.2,...n}

El conjunto de matrices de tamafio m x n se denota por M, (K) (0 M,,(K) sim = n).
*Sim =n= Acuadrada A4,,,,, = 4,,. Sim # n = A rectangular 4,,,,,.

*Sim = 1= A matrizfila. Sin = 1 = A matriz columna.

* La diagonal de A son los elementos a;;,i = j .
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1.3.1.1. Suma y Producto por escalar

Dadas dos matrices A = [a;;] y B = [b;;] del mismo tamafio m x n formadas por escalares de un cuerpo K
ya€eK:

*A=B = aq;; =b;jj, 1=i<m,1<j<n(oseatienen iguales sus elementos).

2]

* A+ B = [a;; + b;j] (cada entrada de A + B es la suma de las entradas de A y B; la suma de
matrices de tamanfo distinto no esta definida)

*A-B=A+(-1):B
* —A es |la matriz opuesta de A (a;; = —a;; Vi, ) (sus elementos son los opuestos de los de A)

*a-A=a-[a;] (enconcreto (—1)-A = —A)
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Propiedades

AB,C € men(K) Yy a,B € K.

= Asociativa: (A+B)+C=A+ (B+ ()

* Elemento Neutro: A + 0,,,, = 0,sn + A= 4

- Elemento Opuesto: A + (—A) = (—A) + A = 0,,xn

= Conmutativa: A+ B=B+ A

= Distributiva: (a + f)A = aA + pA
a(A+B) =aA + aB

= Asociativa del producto: a(fA) = (aff)A

Propiedades de la matriz 0:

0,,xn- Matriz nula (aquella con a;; = 0 Vi, j)
cA+0,,,=A
*aA=0pxn=>a=00 A=0,x,
*A+ (—4) = Opxn

Propiedades producto matriz-vector
A(U + V) = Au + Av
* A(ci) = c(Au)

A0 =0

Nota: Cuando se introduzca espacio vectorial M,,.,, se hablara de un conjunto donde se definen una suma
y un producto por escalar que han de satisfacer unos axiomas que no son sino los dados aqui.
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1.3.1.2. Producto de matrices
Si el producto Ax esta definido, entonces éste puede obtenerse como:
X1
B ; : . 1]%2 . . .
i) AX usando las columnas de A: AX = [d, d; ... dp|| : | = x1dy + xpdy + - + xpd),
Xp

Nota: Asi, Ax es una combinacién lineal de las columnas de A usando como pesos las entradas de x; de x.

p
Elr—l A1pXp

dl X1
s L | [ X2 e il ; : ;
ii) AX usando las filas de A: [ %2 | |7 | = Lih=1 @2nXn | = P Ginxp (i =12,..,m)
dpmd ¥

p
2}1:1 AmhXh

Nota: |a fila i-ésima en Ax es la suma de los productos de las correspondientes entradas de lafilai de A y
de las componentes del vector x (regla fila-vector).

Analogamente, el producto de matrices A,,., Y B,x, puede expresarse usando particiones sencillas:
i) columna de AB en funcién de la columna de B: C = AB = A[b, b, ... b,| = [Ab, Ab, ... Ab,,]

Nota: Asi, cada columna Ab; de AB es una combinacion lineal de las columnas de A usando como pesos
los coeficientes de b; (esto es, la columna correspondiente de B).

C’l dl alB
i) fila de AB en funcion de la filade A: C = AB = C?- = al i = GZ:B
C)FH d”l dHIB

Nota: Asi, cada fila a;B de AB es una combinacién lineal de los vectores fila de B usando como pesos los
coeficientes de a; (o sea, la combinacion de los vectores fila de B usando la fila correspondiente de A).



Regla fila-columna: la entrada en la fila i y columna j de AB es la suma de los productos de los
elementos de lafila i de A y de la columna j de B: ¢;j = a;1byj + appbyj + -+ ajppbyj = Zn 1 Ainbpj

Nota: El producto AB no esta definido en general. Solo puede realizarse cuando el numero de columnas de
A es igual al de filas de B.
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Propiedades del producto Propiedades potencias

Amxp: A’mxp: Bpxw B’pxw Cnxk' Dq: Ep = elp. a €K = D0 = ]q
= Asociativa: (AB)C = A(BC) « Dipk = pitk
* Distributiva: A(B + B') = AB + AB' - (DHk = pJk

(A+A)B=AB+ A'B

1 o @

* Identidad: Al, = Ay l,,A=Aconl, = [ ]
B o 3

Si D es cuadrada: DI, = 1,D =D

* Escalar: a(AB) = (@A)B = A(aB)

* Matriz Nula: A0,,.;, = 01 Y OpxmAmxp = Okxp

* No conmutativa: AB # BA (en general)

*AB =0+ A =00B = 0 (hay divisores de cero).

- AB = AB" # B = B’ (la ley de cancelacién no se aplica, en general )

e - 0‘
U == @

Nota: Para M, (K) la suma y el producto son operaciones internas. Con ellas, M,,(K) es un anillo unitario
no conmutativo y con divisores de cero.

“AE, =eA, E;B=¢B, e€KyE, =




1.3.1.3. Traspuesta

5 L s
Dada 4,,,,. la matriz traspuesta 4, = (a;;) es la que tiene por elemento af-j al elemento q;; de A para
i=1,...m,j=1,..,nestoes af-j = a;; Yi,j. A* se construye tomando las filas de A como columnas.

Propiedades
= La trasposicion es involutiva: (AY) = A
- Traspuesta de la suma: (A + B)' = A + B' (A y B del mismo tamafio)
* Traspuesta de un escalar: (a¢A)! = aA* (« € K)

- Traspuesta del producto: (AB)" = B'A' con A,,x, Byxm (La traspuesta de un producto de matrices
es igual al producto de sus traspuestas en el orden inverso). Igualmente (ABC)" = C'B'A".

= Traspuesta de la Inversa: (A~1)! = (A")"! con 4,

*rang(A) = rang(AY)
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1.3.2. Equivalencia y Rango
1.3.2.1. Matrices equivalentes

Una matriz 4,,,,,, puede concebirse como un sistema de m vectores fila (€ K™) o un conjunto de n vectores
columna (€ K™). Asi, si Ayxn Y A'mxn SON dos matrices del mismo tamafio se verifica:

1. A},«n €S equivalente por filas a 4,,,.,, si A" puede obtenerse de A mediante una sucesion finita de
operaciones elementales en las filas de A. Toda matriz es equivalente por filas a una unica matriz

escalonada reducida (por filas) llamada Matriz Candnica de Equivalencia por filas C,’ donde r (rango por
filas de A) es el numero de filas no nulas de C,’." (o de cualquier forma escalonada por filas):

_‘Tl*on*nn**

1 0 % 00 % %

r 1 % 0 0 % k|
ml 0 1 0 % |
k2 1 % |

1

0 J
— J

<+ n >

2. A, xn €S equivalente por columnas a 4,,., si A’ puede obtenerse de A mediante una sucesion finita de
operaciones elementales en las columnas de A. Realizar una operacién elemental en las columnas es
igual a realizarla en las correspondientes filas de A'. Toda matriz es equivalente por columnas a una Unica
matriz escalonada reducida (por columnas), llamada Matriz Candnica de Equivalencia por Columnas Cy,
donde r (rango por columnas de A) es el numero de columnas no nulas de Cf:

ﬁl[]
101 0

m |% % | 0
10 0 1

L1888
—r—



3. A+, €s equivalente a 4,,,.,, si A’ puede obtenerse de A mediante una sucesién finita de operaciones
elementales en las filas y/o en las columnas de A. Toda matriz A,,,..,, €s equivalente a una unica matriz m x
n escalonada reducida por filas y por columnas llamada Matriz Canonica de Equivalencia C,. :

Nota: equivalencia por filas (columnas)=equivalencia pero equivalencia#equivalencia por filas (columnas).

Nota: En general, C,’. # Ct # C, (no es lo mismo realizar operaciones en las filas que en las columnas).

1.3.2.2. Rango de una matriz

Definicion. El rango por filas (columnas) de una matriz 4,,,.,, €s el numero de filas (columnas) no nulas
en cualquier matriz escalonada por filas (columnas). Ademas, el rango por filas es siempre igual al
rango por columnas de 4,,..,,, Y se llama rango de la matriz A.

Nota: El rango de una matriz es pues el numero de filas o columnas linealmente independientes y 0 <
rang(A) < min(m,n).

Teorema del rango. El rango de 4,,.,, no se altera si se realizan operaciones elementales en las filas y/o
en las columnas de A. Asi, las matrices equivalentes tienen el mismo rango. A la inversa, dos matrices
del mismo tamario son equivalentes si tienen el mismo rango. Asi, si 4,,,,, tienerango r, A es
equivalente a la matriz C, de tamafio m X n y rango r (que es unica).

Nota: Como C, tiene rango r, es la matriz candnica de equivalencia de todas las matrices m x n de rango .



Box 1.3.1. Calculo del rango de una matriz y su forma equivalente

Calculo del rango de una matriz: Realizando operaciones fila (columna) siempre es posible
transformar 4,,..,, en una matriz equivalente M/ (M¢) escalonada por filas (columnas), o en C,f (Co):

El rango de filas (columnas) de M/ o C,’.' (M€ o Cf) es el numero de filas (columnas) no nulas y es
igual al de A.

Nota: De hecho, para calcular el rango se pueden realizar operaciones fila y columna indistintamente,
con tal de llegar a una forma escalonada por filas, por columnas o por filas y columnas.

Calculo de C.. : Cualquier matriz A, ., de rango r (0 < r < min(m,n)) puede reducirse a C, (con
todos sus elementos nulos excepto los r primeros de su diagonal que valen 1) mediante una
sucesion finita de operaciones elementales en las filas y en las columnas de A (pero no
necesariamente solo en las filas o solo en las columnas). Para ello:

Paso 1. Realizar operaciones elementales fila a la matriz 4,,,,.,, para obtener una matriz escalonada

por filas con r filas no nulas M/ (o la matriz escalonada reducida por filas C,’.' si se desea), las cuales
tienen un elemento no nulo (pivote) como cabecera.

Paso 2. Utilizar como pivotes las r cabeceras de M/ (o C,‘.f ) y aplicar operaciones columna para
obtener la matriz C,, cuyos unicos elementos no nulos son 1 dominantes y coinciden con las
posiciones de dichos r pivotes.

I, | 0
c,.:[
MK

Nota: Analogamente se puede proceder haciendo operaciones en las columnas y después en las
filas.




1.3.2.3. Matrices elementales

Definicion. Una matriz elemental es aquella que transforma a una matriz cualquiera 4,,,..,, €n una matriz
equivalente a A. Se llama matriz elemental a una matriz cuadrada n x n que se obtiene al realizar una
unica operacion elemental sobre la matriz identidad /,,. Las matrices elementales fila son de la forma:

1 1 1
| 0 .. 1 » k | 1 k'
Ef(D) = P, Ef(D = Ef (D = S
1 0 1 1

1 1 1

Analogamente se definen las matrices elementales columna £(/,,) de una matriz A4,,,.,,, verificandose

. i L : a .z
E“(l,) = [Ef (1,,)] , esto es, la matriz elemental columna de una determinada operacion elemental es la
traspuesta de la correspondiente matriz elemental fila.

Nota: Asi, una matriz cuadrada m x m sera elemental fila si se puede obtener de la matriz /,,, mediante una
unica operacion fila. Cada operacion elemental fila tiene una matriz elemental fila asociada que, aplicada
sobre la matriz A,,,..,,, produce en ella el mismo resultado que la correspondiente operacion elemental fila.

Teorema. Si se realiza una operacion fila E/ en una matriz 4,,,..,, la matriz resultante E/ (4) puede
escribirse como E’/ (A) = E/ (1,,)A, donde E’ (1,,,) es la matriz elemental fila que se crea al realizar la misma
operacion fila E/ sobre I,,,. Asi, el resultado de efectuar una operacién elemental fila sobre A puede
obtenerse multiplicando por la izquierda de A por la matriz elemental correspondiente.

Teorema. El resultado de efectuar una operacién elemental columna E¢ sobre A4,, ., puede obtenerse
multiplicando por la derecha a A por la matriz elemental correspondiente E€(/,,), esto es, E“(A) = AE“(],,)

Nota: Se cumple: E€(A) = [E/ (Al)][ (realizar la operacién en las columnas de A conduce al mismo
resultado que hacerlo en las filas de la matriz traspuesta A" y luego tomar la traspuesta).



Las matrices elementales permiten expresar las operaciones elementales como producto de matrices:

1. Dada una operacién elemental E/ o E€ sobre filas o sobre columnas al aplicarsela a la matriz 4,,,,, se
obtiene, respectivamente, una matriz E/ (A) o E€(A), que vale:

Ef(A)=F-Adonde F = E/(I,,)  E(A)=A-C donde C = E<(I,) = [E/ (I,,)]'

2. Si E es la operacion elemental que consiste en aplicar una operacién E/ a las filas y una operacién E€ a
las columnas, al realizar una tras otra (en cualquier orden) la matriz 4,,,..,, se transforma en:

E(A) = E[(EC(A)) = Elv(lm)Ec(A) = Ef(lm)(AEc(ln)) = Ef(lm)AEc(ln) = FAC
E(4) = E€ (E/ (4)) = E/ (A)E(Iy) = (E/ Um)A)E () = EY () AE (I,) = FAC

3. Se cumple: E/(4) = EJ (E[(4)) = EJ (1)E{ (A) = EJ (l)E{ (1n)A = (EJ (1)E{ (1)) A = FA
E°(A) = E5(Ef(A)) = Ef(A)ES(I,) = AEf(I,)E5(Ip) = A(Ef(I)E5(I,)) = AC

4. En general si se realizan k operaciones elementales en las filas y h operaciones en las columnas de

A?TIX?Z:

E(A)=F-A-C=(E[ () E[_yUn) - Ef () - E{ (1)) - A+ (EEU) - ESUy) .. Efiy () - Ef (1))

Teorema. A’ es equivalente por filas a 4,,,.,, si y solo si existe una matriz F (o sea, una secuencia de
matrices elementales fila) tal que A" = FA. Anadlogamente, A’ es equivalente por columnas a 4,,,,.,, si y solo
si existe una matriz C tal que A’ = AC. Asi, A" es equivalente a A,,,,.,, si y solo si existen matrices F y C tales
que A" = FAC.

Nota: F y C son matrices no singulares (invertibles), pero no son unicas (aunque C,. lo sea).

Nota: F y C es el resultado de acumular sobre 1,,, y I,, las sucesivas operaciones elementales fila y
columna, respectivamente. Asi, si al mismo tiempo que se aplican operaciones elementales fila (columna)

en A, «n, €stas se aplican en [,,, (1,,), se obtiene F (C),talque C, = F-A-C.



1.3.3. Matrices invertibles
1.3.3.1. Propiedades

Definicion: Una matriz cuadrada A,, se dice que es invertible (no singular) si existe otra matriz de igual
tamafio B,,, que se llama inversa de A y se denotapor A™!, talque AB=BA=1,=>B = A"}

Nota: AB = I,, & BA = I, o sea si AB = I,, necesariamente BA = [,,, y por tanto B = A™! (la relacion es
simétrica). Solo las matrices cuadradas pueden tener inversa, pero no todas la tienen.

Propiedades: Sean A, B y C matrices cuadradas n x n. Si A,, es invertible se verifica:
= Su inversa es unica
* Su traspuesta A' también es invertible y (AY)™! = (A7!)" (de hecho 4 invertible= A invertible)
« A7, A% y cA (c # 0) son también invertibles con inversas (A™}) ! =4, (A" ) = A"y 147!

* BA = (CA = B = C (cancelacion por la derecha) y AB = AC = B = ( (cancelacion por la izquierda),
0 sea, A es regular o no singular (analogamente, las matrices no regulares se llaman singulares)

Anoesdivisordecero(oseaAB =0= B =0)

= Si B también es invertible, el producto AB también lo esy (AB)~! = B~'A~!. El producto de
matrices invertibles es invertible y el inverso es el producto de sus inversos en orden opuesto. En
general (ABC)™! =(C~1B~1A™!

= Si A tiene una fila o columna de ceros entonces A no es invertible.



1.3.3.2. Aplicacion a matrices elementales

Aunque no todas las matrices cuadradas son invertibles, todas las elementales lo son y su inversa es otra
matriz elemental.

1. Las tres operaciones elementales (sean en filas o en columnas) son reversibles:
i) Intercambio: [E;] R; & R; = [ET '] R; © R;
i) Escalamiento: [E; ] k-R; = R'; ,k+# 0 = [E;'] k™ -R'; = R,k #0
iii) Reemplazo: [E;] k'-R; + R, = R';, k' # 0= [E;'] —k'-R; +R'; > R;, k' # 0

2. Asi, las matrices elementales E/ (1,,,) y E€(1,,) son invertibles porque si E/ (1,,) se produce aplicando
una operacion fila sobre 1,,,, entonces existe otra operacion fila que convierte de nuevo £/ (1,,,) en I,,, o
sea, existe una matriz elemental E/'(1,,,) tal que E/'(1,,) E/ (1,,,) = I,

3. Como las matrices elementales son invertibles su producto F =[]}, Ei"(lm) yC = ﬂf';l Ef(1,,) también
. -1 .
lo sera, con inversa: F~! = [T, [E/ (1,,)] y C™! = [T, [Ef ()]

4. Asi, si E(1) es una matriz elemental (fila o columna), E~*(/) existe, y es también una matriz elemental.

Teorema. A,, es invertible si y solo si cualquier matriz escalonada M de A (por filas o por columnas o por
filas y columnas) tiene todos los elementos de la diagonal no nulos: A invertible < M diagonal no nula

Teorema. Una matriz A,, es invertible si y solo si A es equivalente a I,,, esto es, si C, = [,,. Por tanto 4,
es invertible si y solo si tiene rango n. Aun mas, A,, es equivalente por filas y equivalente por columnas

al,, estoes C,‘.r = Cf = 1,,y se puede llegar a C, realizando solamente operaciones fila o solamente
operaciones columna.



Teorema. A,, es invertible si y solo si puede expresarse como producto de matrices elementales. La misma
secuencia de operaciones elementales que reduce A a [,, también transforma /,, en A~ 1.

Nota: Si 4,,es invertible, entonces A,,i I, = I, = Ef(A) = E/(I,)A = FA. Ademas, A, ~ I, = I, = E(A) =
AE€(l,,) = AC. Portanto FA = I,y AC = 1,,y A"' = F = C. Como F = E/(I,)) = E/ (I,)E]_,(I,,) ..E (1,)
entonces A~! se puede obtener haciendo sobre /,, las mismas operaciones fila que llevana A a [,,.
Analogamente A™! = C = E“(I,,) = Ef (I))E5(I,) ... Ex,(I,).

Box 1.3.2. Algoritmo de la Inversa (Gauss-Jordan)

Calcula la inversa de una matriz cuadrada 4,,,,,, mediante [4,, | I,,]L[I,, | A=1] (o bien %I = %l).

n

An

Paso 1. Escribir la matriz ampliada o por bloques [4,, | I,,] de tamafio n x 2n (o bien de tamafno

n

2n X n)

Paso 2. Reducir 4,, a I,, aplicando operaciones elementales en las filas de [A | I,,] (o bien en las

A
columnas de II—"I) (solo en las filas o solo en las columnas).
n

Paso 3. Si durante el proceso se genera una fila (o una columna) nula, A,, no es invertible. En caso
contrario, continuar hasta reducir A,, a su forma candnica por filas C,f (o por columnas Cf).

Paso 4. Si A,, es equivalente por filas (o por columnas) a /,,, entonces [A | I,,] es equivalente por filas

a(l, | A7'] (o por columnas a I%l).

Nota: Si no es posible la reduccion de A, a [,,, A,, no es invertible.



1.3.3.3. Teorema de la Matriz Invertible

Una matriz cuadrada A,, es invertible si y solo si se verifica alguna (cualquiera) de las siguientes
condiciones (que son equivalentes):

1. Existe otra matriz cuadrada D,, (de igual tamafio) tal que AD = DA = [, yentoncesD = A"'y A=D1
2.Aesregular:AB=AC=>B=CyBA=CA=B=_C.
3.Anoesdivisordecero.:SiAB=0=>B=0ysiBA=0=B=0.

4. A es invertible.

5. A es equivalente a ,, (y también lo es por filas y por columnas). De hecho, C, = C,‘." sl =l

6. A tiene rango n (las n columnas y las n filas de A son linealmente independientes) y por tanto A tiene n
pivotes (todos los elementos de la diagonal de cualquier forma escalonada son no nulos).

7. A puede escribirse como producto de matrices elementales.

8. Si A es la matriz de coeficientes de un sistema inhomogéneo de ecuaciones lineales A - ¥ = b, el
sistema tiene solucién Unica para cada b, quees ¥ = A™! - b Vb € K" y su sistema homogéneo asociado
A - ¥ = 0 solo tiene la solucién nula (ambos son compatibles determinados).

9. El determinante de A es no nulo |A| # 0

10. Las columnas de A forman una base de K" y las filas de A forman una base de K"
11. Col A = K" ydim(Col A) = n

12. Nul A = {0} y dim(Nul A) = 0

Nota: La negacion del teorema describe una propiedad de toda matriz singular A,,



1.3.4. Aplicaciones

1.3.4.1. Teorema de Rouche

Dado un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, dependiendo del numero n de incognitas y de los rangos
de las matrices A,,.,, (de coeficientes) y [A | B] (ampliada) se tiene:

1. AX = b es compatible < rang AB = rang A
2. A% = b tiene una y solo una solucién (compatible determinado) & rang AB = rang A = n

3. A% = b tiene mas de una solucion (compatible indeterminado) < rang AB = rang A <n

Nota: El teorema permite hacer un estudio de compatibilidad de un sistema (pero no la busqueda de sus
soluciones). Es equivalente al Teorema de Existencia y Unicidad.

Aplicacion a los sistemas homogéneos: Dado un sistema de ecuaciones lineales homogéneo Ax = 0
con matriz de coeficientes A,,, .y,

1.A¥=0es siempre compatible, pues tiene, al menos la solucion nula x = 0
2. A% = 0 es compatible indeterminado (tiene alguna solucién no nula) rang A <n

3. Si Ax = 0 es cuadrado (tantas ecuaciones como incégnitas, m = n) entonces si el sistema tiene alguna
solucién no nula & A no es invertible (det(A) = 0)



1.3.4.2. Tipos de matrices

*a;j = 0,i > j = A, triangular superior. Si a;; = 0,i < j = A,, triangular inferior.

- Matrices Triangulares. Si A,, y B, son matrices triangulares superiores: i) A + B es triangular superior
con diagonal a;; + by;; ii) kA también, con diagonal ka;; iii) AB también, con diagonal a;;b;;; iv) A" también,
con diagonal al ; v) A es invertible si y solo si cada elemento diagonal a;; # 0 y en ese caso A™! es
triangular superior con diagonal a;;'.

Nota: Lo analogo se aplica a matrices triangulares inferiores.

a,a, a, ... a a, 0 0 i

0 2y8...2,) % 0390 ... 0
A=|0 0 Ay oo Ay A= Ay, Ay, Ay, ... 0

| S | I | [— ;|ml anl 3“2 3"3 ﬂml

*a;;j =0,i#j = A, diagonal (matriz cuadrada con entradas no diagonales nulas).

- Matrices Diagonales. i) Son matrices triangulares superiores e inferiores y por tanto; ii) La suma,
producto por escalar y producto de matrices diagonales son matrices diagonales y cumplen todas la
propiedades de las matrices triangulares haciendo a;; = 0 Vi # j; iii) Dos matrices diagonales conmutan.

0 a,, 0 ...0

e
e

0 0 0

nn



“a;;=0,i#jya; =k,i=j, k€€ K= A, matriz escalar (diagonal con iguales elementos en su diagonal)

- Matrices Escalares. Si D, = kI es una matriz escalar, entonces: i) D, A = kA; ii) BD,, = kB, iii) D}, + D,
Dk+kf; IV) DkDRr — Dkkr; V) Dk +B=1B- Dk

" a;j = a;; Vi,j = A, simétrica. Si a;; = —a;; Vi,j = A, antisimétrica.

- Matrices Simeétricas. Si A,, y B,, son simétricas: i) A + B es simétrica; ii) kA es simétrica; iii) AB no es
necesariamente simétrica; iv) Si A es invertible, entonces A~! es simétrica (A™! = (A7 1)"); v) Si A es
simétrica, A" es simétrica.

Nota: Las propiedades i)-iv) se aplican a las matrices antisimétricas.

Nota: A, simétrica = 4 = A" (a;; = a;;) y A, antisimétrica © A = —A' (a;; = —a;;)

a, a4, a4, ... a 0 A, A, ... A

Ap Ay Ay ... Ay -a, 0 a, ... oa,
A=|a,;, a,; a, ... a, A=|-a, -a,,0 .. a,

zlln a!n a_‘n ann -aln -H2n -:lﬁn 0

Teorema: Para toda matriz A,,, entonces AA" y A'A son simétricas. Ademas, si M,, es una matriz
cuadrada se verifica: i) M + M" es simétrica; ii)) M — M' es antisimétrica; ii) M = S + A con S simétricay A
antisimétrica y tal descomposicidén es unica

NotaaM=S+AconS=(M+M")/2yA= (M- MYHY/2.



1.3.4.3. Matrices en bloques

Definicion. Dada una matriz 4,,,,, se llama submatriz de A que definen los indices de filas i,, i,, ..

ig ylos

de columnas j,, j,, ..., j; @ la matriz ¢ X k cuyo elemento de lugar (r, s) es el elemento de lugar (i, j;) de A.
Los elementos de la submatriz son aquellos en los que se cruzan dichas filas y columnas.

»(111 wee GUL e alj:
Qi1 @i, j, i, j,
Amxn =
i(,'l a[qjl aiqj‘.e
[ Am1 Amj, arnjz

a1 jy
Qi ji
iqjk

Am

Qi,n

a"l ndJd

Qi j, Qyj, Qi jye
= A = :

a"qjl aiqu aiq.ﬂ"k

Si los indices de filas y columnas son consecutivos (0 < i) <ip < <iz=m0<j, <j, < <j,=n)la
submatriz A, que definen las filas entre i,_, + 1 y i,- (inclusive) y las columnas entre j;_; + 1y j,
(inclusive) se llama bloque o caja. Siendo asi, 4,,,,, se descompone en q - k bloques A,.

(A1 [ A2 Aqi]
-Aql qu Aqk.




Suma: Si las matrices 4,,.,, Y B,,xn S0n del mismo tamafio y estan partidas en la misma forma, cada

bloque de A" + B’ es la suma matricial de los bloques correspondientes de A y B:
All+Bll A1k+Blk kAll kAlk

AI + Br - * . . kA.' — E - .
kA

Aql + Bql Aqk T qu g1 7 kAqk
Producto de matrices: Si 4,,,, se configura en g bloques fila y k bloques columna (A';xx). Y Byxn lo esta

en k bloques fila y r bloques columna (B';,), el producto C,,»,, = AB puede expresarse en g X r bloques

operando con los bloques A;;, y B;,; como si se tratara de escalares (C';x, = A"« B ix,), siempre y cuando

el numero de columnas en cada bloque A;, sea igual al numero de filas de cada bloque By,

C11 - Gy
il 3 Ay A B AyB,+ ApB

r_ | : Yk . _ — | “20 12 [ - 1151 1202

C = Cu Zh:1AmBh} AB |:A2| A23:||:Bz] [AZIBI +A2232]

qu qu
Una matriz A por bloques se llama matriz cuadrada por bloques si: i) A es cuadrada; ii) los bloques

forman una matriz cuadrada; iii) los bloques diagonales son también matrices cuadradas.

All Alk
A” — : e :

Akl Akk
Una matriz diagonal por bloques es una matriz cuadrada por bloques en la que todos los bloques no
diagonales son matrices nulas. Analogamente se define la matriz triangular por bloques:

Ay - Alk‘

0 - Ak

Nota: En general, las matrices por bloques cumplen las mismas propiedades que las ya vistas para las
matrices triangulares, diagonales, etc.

Ay =




1.3.4.4. Factorizacion LU

La factorizacién LU es un método de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, en el cual la matriz
Apmxn S€ expresa como producto A = L - U, donde L,,, es triangular inferior unitaria y U,,,«,, €s una forma
escalonada superior por filas de A (que sera triangular superior si A es cuadrada).

Teorema. Si A,,,.,, puede reducirse a una forma escalona por filas U,,,«,, haciendo solamente operaciones
elementales fila de reemplazo (o sea, sin intercambios de filas), entonces A admite factorizacion LU, con
L = F~! (notar que no es esencial escalar filas para reducir una matriz a una forma escalonada)

Ef(A)=F-A=El(y) El_,(I,) . E}(n) - E/(1,)-A=U

, - » -1
A=[Ef(Im) E{_,(bn) . E] ()] -U=F1.U
Nota: L es el producto de las inversas de las matrices elementales usadas en la reduccion de A a U.

Nota: Una matriz A,, invertible siempre admite factorizacion LU, ya que tiene n pivotes, por lo que no sera
necesario hacer intercambios de fila. Ademas, si A,, es invertible: i) L y U son unicas; ii) Las matrices Ly U
pueden usarse para calcular A~! = U~ - L71; iii) Ademas se cumple: |A| = |L| - |U| = |U|

Nota: El Teorema proporciona un método de resolucion de un conjunto de sistemas con la misma matriz
de coeficientes A,,..,,: AX = by, ...,AX = b,,.

Supongamos que F~! es una matriz triangular inferior F~! = L. Escribiendo AxX = b como AX = LU% y
llamando Ux = y, el sistema queda como Ly = 15, y X puede despejarse en dos pasos:

i) se resuelve Ly = b mediante sustitucion hacia adelante;

ii) se resuelve Ux = y mediante sustitucion hacia atras.



Box 1.3.3. Algoritmo Factorizacion LU

Paso 1. Reduzca A,,,, a una forma escalonada U,, ., mediante sucesion de operaciones de
reemplazo de filas (si es posible).

Paso 2. El paso 1 no siempre es posible, pero si lo es, existe factorizacién LU. En ese caso, L,, =
‘ : x : -1
F~' = [Ef(1n) - Ef_y () - EL (1)]

Truco: Las entradas de L pueden colocarse de forma que la misma sucesion de operaciones que
reduce A a U reduzca L a I,,. Se llaman multiplicadores a los nimeros m; = af;/aj; que resultan de
aplicar —mf‘le- +R;—»R;,i=12,.m—1,j=i+1,i+2,..,men lamatriz equivalente E,{(A)
obtenida en cada paso k de la reduccion. La inversa de dicha operacion es mﬁ‘jRi + R'j - R;. Efectuar

estas operaciones en orden inverso sobre | proporciona la matriz L. Asi, L tiene cada multiplicador de
la operacién elemental en la misma posicién usada para introducir el correspondiente 0 en U.

1 0 0 017
m3, 1 0
L =] m3 mp 1 :
: : : " 0
[ e 2T R v S [

Nota: Las operaciones de escalamiento no estan prohibidas en la factorizacién LU. Si se hacen, F™!
seguira siendo triangular inferior L, pero su diagonal contendra elementos distintos de 1.

10 0 O
£ 10 0

= 1 0
¥ I

| * E 3 * L y
Ux

o
o
|

I
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Il

0
0
0




